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SUR  LES  ISOTHERMES 

d’un 

MÉLANGE  DE  DEUX  GAZ 

ET  SUR  UNE 


EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  MAXWELL 


Par  P.  DJLIHEM 


Dans  la  séance  du  8  décembre  1898,  M.  Caubet  a  commu¬ 
niqué  à  la  Société  les  résultats  d’une  détermination  très 
précise  des  isothermes  d’un  mélange  d’anhydride  carbo¬ 
nique  et  de  chlorure  de  méthyle,  mélange  déjà  étudié  par 
M.  J. -P.  Kuenen,  dans  le  but  de  vérifier  les  importantes 
théories  de  M.  van  der  Waals.  Je  désire  communiquer  ici 
quelques  propositions  touchant  ces  isothermes. 

Prenons  pour  abscisse  le  volume  v  occupé  par  l’unité  de 
masse  du  système,  de  concentration  totale  x ,  et  pour  ordonnée 
la  pression  p. 

Deux  régions  sont  à  distinguer  dans  le  système  :  en  l’une, 
le  système  est  homogène  en  l’un  des  états  de  liquide,  de 
vapeur  ou  de  gaz  ;  en  l’autre,  le  système  est  hétérogène,  il  se 
trouve  en  partie  à  l’état  liquide,  en  partie  à  l’état  de  vapeur. 
Dans  la  première  région,  v  est  le  volume  spécifique  du  fluide 
homogène  ;  dans  la  seconde  région,  v  est  le  volume  spécifique 
moyen  du  système  hétérogène. 

Les  deux  régions  sont  séparées  l’une  de  l’autre  par  une 
courbe  LC  Y  (fig.  1),  souvent  nommée  courbe  cle  conden¬ 
sation. 

Certaines  isothermes  ne  rencontrent  jamais  la  courbe  LCV; 
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le  long  de  ces  isothermes,  le  système  demeure  constamment 
homogène. 

D’autres  isothermes  rencontrent  en  deux  points  la  courbe 
LGY;  la  partie  d’une  telle  isotherme  qui  se  trouve  entre 
les  deux  points  d’intersection  représente  des  états  hétérogènes 
du  système,  tandis  que  les  parties  situées  hors  de  ces  deux 
points  représentent  des  états  homogènes;  l’isotherme  change 


£  D  5'  N 


O  v 

Fig.  1.  * 

donc  de  caractère  analytique  en  chacun  des  deux  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  LGY;  ces  points  sont,  en  général, 
des  points  anguleux. 

Ces  points  sont  de  diverses  catégories. 

Prenons  l’isotherme  apyo  relative  à  une  température  suffi¬ 
samment  basse  et  suivons-la  de  droite  à*  gauche,  partant  en 
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faisant  décroître  le  volume  spécifique  v ;  la  pression  croît 
constamment,  en  vertu  de  la  loi  du  déplacement  isothermique 
de  l’équilibre,  en  sorte  que  l’isotherme  monte  sans  cesse  de 
droite  à  gauche. 

La  partie  a(3,  qui  se  trouve  à  droite  de  la  ligne  LCY,  repré¬ 
sente  des  états  où  le  système  est  une  vapeur  homogène;  au 
moment  où  le  point  figuratif  traverse  en  (3  la  ligne  LCY,  la 
première  goutte  de  liquide  apparaît;  la  masse  du  liquide 
augmente  ensuite  et,  au  moment  où  l’isotherme  rencontre  de 
nouveau,  en  y,  la  ligne  LCY,  la  dernière  bulle  de  vapeur 
disparaît;  le  long  de  la  partie  y o  de  l’isotherme,  le  système  est 
à  l’état  de  liquide  homogène. 

Prenons,  au  contraire,  une  isotherme  relative  à  une  tempé¬ 
rature  supérieure  à  une  certaine  limite  0,  par  exemple  l’iso¬ 
therme  a' fl' y' 8',  et  suivons-la  comme  la  précédente;  le  long 
de  la  portion  a' (3',  le  système  est  encore  à  l’état  de  vapeur 
homogène;  en  f3',  la  première  goutte  de  liquide  apparaît; 
lorsque  l’on  suit  la  partie  (3' y'  de  l’isotherme,  la  masse  de 
liquide  contenue  dans  le  système  augmente,  passe  par  un 
maximum,  puis  diminue  par  condensation  rétrograde;  au 
moment  où  le  point  figuratif  traverse  une  seconde  fois,  en  y', 
la  ligne  LCY,  la  dernière  goutte  de  liquide  disparaît;  le  long 
de  la  portion  y'o',  le  système  est  à  l’état  de  vapeur  homogène. 

Ces  deux  isothermes  sont  séparées  par  l 'isotherme  critique 
ABCD  relative  à  la  température  critique  0;  au  voisinage  du 
point  critique  C,  les  propriétés  du  liquide  et  de  la  vapeur 
diffèrent  infiniment  peu. 

Lorsque  la  température  atteint  une  certaine  limite,  supé¬ 
rieure  à  0,  l’isotherme  MPN  est  tangente  au  point  P  à  la  ligne 
de  condensation  LCY;  les  isothermes  qui  se  rapportent  à  des 
températures  supérieures  à  cette  limite  ne  rencontrent  plus  la 
ligne  LCY. 

Soient  U  (a?,  p,  T)  le  volume  spécifique  d’une  vapeur  de 
concentration  x  et  u  ( xf  p,  T)  le  volume  spécifique  d’un  liquide 
de  concentration  x. 
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Lorsque  le  système  est  en  un  état  hétérogène  de  concen¬ 
tration  moyenne  x,  l’unité  de  masse  de  ce  système  est  partagé 
en  une  masse  M  de  vapeur  de  concentration  S  et  une  masse  m 
de  liquide  de  concentration  s;  M,  m,  S,  s,  sont  des  fonctions 
de  x,  p,  T;  en  outre,  on  a 

(1)  M  -+-  m  =  1. 


Le  volume  spécifique  moyen  du  système  en  cet  état, 
%{x,  p ,  T),  a  pour  valeur 

(2)  °ll  ( x ,  p,  T)  =  M  U  (S,  p ,  T)  -h  mu  (s,  p ,  T). 

Nous  déduisons  de  là,  en  vertu  de  l’équation  (1), 

/0x  W(»,p,T)_lipü(SIp,T)  ,  dU(S,p9T)dST\ 

(3)  dp  ~Ml  àp  +  S  dp\ 

\~du{s,p,  T)  du{s,p„  T)  ds' | 

[_  dp  d  S  dp  j 

+  [ü(8,p,T)-«(»,p,T)]^. 

Considérons,  en  particulier,  un  point  intérieur  à  la  courbe 
LC  Y  et  infiniment  voisin  du  point  critique  C.  En  ce  point,  la 
vapeur  et  le  liquide  en  contact  ont  des  propriétés  infiniment 
peu  différentes;  on  a  donc  sensiblement 

S  =  s  =  x, 

U(S,p,T)  =  tt(*,p,T), 
dU  (S,ft,T)  _  du(s,p,T) 
dp  dp  ’ 

dS  ds 

D’autre  part,  en  vertu  de  la  forme  de  la  surface  5,  on  a 

dS ds 

dp  dp 
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On  a  donc,  au  voisinage  du  point  C, 

d%{x< p,  T) (; x ,  p,  T)  àu(x,p ,  T) 

dp  dp  dp 

Au  point  critique  G,  l'isotherme  B  G,  relative  aux  états 
hétérogènes  du  fluide ,  et  l’isotherme  CD,  relative  aux  états 
homogènes ,  ont  la  même  tangente. 

Cette  proposition  peut  encore  s’énoncer  ainsi  : 

Prenons ,  sur  la  ligne  de  condensation  LG  Y,  un  point 
variable  et ,  en  ce  point ,  calculons  l’excès  du  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  l’isotherme  des  états  hétérogènes, 
sur  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l’isotherme  des 
états  homogènes ;  cet  excès  change  de  signe  au  moment  où 
le  point  variable  passe  par  le  point  critique  G. 

Soient  G(x,  U,  T),  g  ( x ,  u ,  T),  les  potentiels  thermodyna¬ 
miques  internes  de  l’unité  de  masse  de  vapeur  et  de  l’unité  de 
masse  de  liquide. 

L’isotherme  relative  à  la  température  T  du  mélange  de 
concentration  x ,  pris  à  l’état  de  vapeur  homogène,  est  repré¬ 
sentée  par  l’équation  : 

(xy  U,  T) _  „ 


L’isotherme  relative  à  la  température  T  du  mélange  de 
concentration  x ,  pris  à  l’état  de  liquide  homogène,  est  repré¬ 
sentée  par  l’équation 

(4*.)  àg(*,u,T)  __ 

du  1 

Les  fonctions  G(x,  U,  T),  g  ( x ,  u,  T),  ne  sont  pas  des  fonc¬ 
tions  analytiques  distinctes;  elles  sont  des  parties  d’une 
fonction  analytique  uniforme  y(æ,  v,  T),  définie  pour  toute 
valeur  concevable  de  x,  v ,  T.  Pour  une  valeur  donnée  de  x  et 
pour  une  valeur  donnée  de  T,  l’équation 


(4“0 


d y  (a?,  p,  T) 
dv 


-P 
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représente  une  ligne  dont  toute  portion  extérieure  à  la  ligne 
LC  Y  coïncide  avec  l’une  des  isothermes  (4)  ou  (4Ws). 

A  l’intérieur  de  la  ligne  LG  Y,  cette  courbe  continue  à  être 
analytiquement  définie;  mais  elle  n’a  plus  aucun  sens  phy¬ 
sique  ;  elle  est  V isotherme  relative  à  l’état  homogène  idéal  de 
James  Thomson,  ou  isotherme  théorique. 

Le  théorème  précédemment  démontré  peut,  visiblement 
s’énoncer  ainsi  : 

Entre  leur  point  commun  de  départ  et  leur  point  com¬ 
mun  d'arrivée  sur  la  ligne  de  condensation ,  l’isotherme 
théorique  et  l’isotherme  pratique ,  relatives  à  une  même 
température  T,  peuvent  avoir  un  certain  nombre  de  points 
de  rencontre;  ce  nombre  varie  d’une  unité  lorsque  la  tem¬ 
pérature  T  traverse  la  température  critique  0  (x)  du 
mélange  considéré. 

M.  Blümcke  (*)  a  énoncé  le  théorème  suivant  : 

Entre  l’isotherme  théorique  et  l'isotherme  pratique  est 
comprise  une  aire  qui,  comptée  selon  les  conventions  du 
calcul  intégral ,  est  égale  à  0. 

M.  Blümcke  a  été  conduit  à  ce  théorème  par  des  considéra¬ 
tions  semblables  à  celles  qui  ont  donné  à  Maxwell  et  à  Clausius, 
dans  l’étude  d’un  fluide  unique,  un  théorème  analogue;  ces 
considérations  peu  rigoureuses  peuvent  être  remplacées  par  le 
raisonnement  suivant  : 

Il  s’agit  de  prouver  que  l’intégrale  j*pdv,  prise  entre  les 

deux  rencontres  0  et  1  de  l’isotherme  avec  la  ligne  LCV,  a  la 
même  valeur,  qu’on  la  prenne  le  long  de  l’isotherme  théorique 
ou  le  long  de  l’isotherme  pratique. 

Le  long  de  l’isotherme  théorique,  on  a,  en  vertu  de  l’éga¬ 
lité  (4<cr), 

(S)  Jpdv=-J ^ï(yT)  dv  =  y  (»,  T)  -  Y  (x,  r„T). 


(*)  Ad.  Blümcke,  Zeitschrift  für  physikalische  C hernie,  Bd  VI,  p.  153;  1890. 
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Le  long  de  l’isotherme  pratique,  on  a  dv  —  dp ,  étant 

donné  par  l’égalité  (3);  d’autre  part,  on  a,  à  chaque  instant, 


(6) 


<?G(U,S,T)  __  à  g  (u,  s,  T) 


d\J 


du 


—  P- 


On  peut  donc  écrire,  le  long  de  l’isotherme  pratique, 


àg(n>S,  T) 


(  7  )  Jp  d  v  =  - Jm  -G  à  U  —jm  d  u 


fi 


d  U 
dG  (U,  S,  T) 
dü 


dM 


__ÇU  àg(u,  s , 

J  du 


T) 


dm. 


Soit  <t>(S,  p y  T)  le  potentiel  thermodynamique  de  l’unité  de 
masse  d’une  vapeur  de  concentration  S,  sous  la  pression 
constante  p,  à  la  température  T;  soit  <p(s,  p,  T),  le  potentiel 
thermodynamique  de  l’unité  de  masse  de  liquide,  sous  la 
même  pression  constante,  à  la  même  température.  On  a,  par 
définition, 

i  ^(S,p, T)  =  G(S,U, T)  -h  p\], 

(  o(s,p,T)  =  g  (s,  u,  T)  +pu 


(8) 


ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (6), 


•I.  (S,  p,  T)  =  G  (S,  U,  T)  -  aGyr)  U, 
o(s,p,  T)  =  g  (s,  u,T)  —  —  T)  u. 


Moyennant  ces  dernières  égalités,  l’égalité  (7)  devient 
(9)  Jpdv  =  —jd  |j\f  G  (S,  U,  T)  -h  m  g  ( s ,  u ,  T) J 


J^jjb(S,p,T)dm  -h  ©($, u , 


+ 


JT 


M 


dG(S,U,T) 


M-—-41*» 


*32*1 

h  J 
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L’unité  de  masse  de  vapeur  renferme  des  masses  respectives 
1  S 

et  ; - 7;  des  fluides  1  et  2;  l’unité  de  masse  de  liquide 


1  +  S  1  +  S 


renferme  des  masses  respectives  j 
on  a  donc,  suivant  n 

*(S,P,T)  =  Ft(S,p,T) 


1 


et 


des  fluides 


1  et  2;  on  a  donc,  suivant  notre  notation  habituelle, 
^(8,p,T)  =  F,(8,p,T)r1  "  S 

(10) 


?(*>?.  T )  =  fl(s,  p, T) 


1  +  S 

1 


(-F,(S,p,T) 
h  ft  (s,  p,  T) 


1  +  S’ 

S 


1  +  *  '  '  i  +  s 

D’ailleurs,  si  M„  Ma,  sont  les  masses  de  fluides  1  et  2  que 
renferme  la  masse  M  de  vapeur;  si  mv  m2,  sont  les  masses  des 
fluides  1  et  2  que  renferme  la  masse  m  de  liquide,  on  a 


[Mf  = 


(H) 


M 

m 

fj'f  - 

1  +  S’ 

1  1  4-  s 

SM 

sm 

1+  S’ 

2  1  -i-  s5 

égalités  d’où  l’on  tire  : 


d  M1=r: 
dM  = 
dmi  ~ 
dm *  = 


d  M 


M 


(13) 


1  +  S 

(1  +  S)* 

SrfM 

M 

I 

1  +  S 

(1  +  S)1 

dm 

m 

1+5 

(i  +  sy 

sdm 

m 

+  - - TT 

1  +  5  (1  +  S) 


d  S, 
rfS, 
ds , 
ds. 


Les  égalités  (10),  (il)  et  (12)  donnent  : 


(14) 


<I>  (S,  p,  T)  d  M  -h  ç  (s,  p,  T)  d  m 
=  Fi(S,p,T)dMi+Fi(S1p,T)dMi 
+  /i(s,  p,  T)  dm t+  fi(s,p,T)dmi 
,  F1(S,p,T)-Ft(S,p,T) 


(1  +  S)2 

A  (  *,  p,  T)  —  /;  (s,  p,  T) 

(1  +  5)2 


MdS 
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* 


♦ 


* 


D’ailleurs  les  égalités  (10)  donnent  : 


<M»(S,p,T) 

ds 


1  [” (JF,  (S, p, T)  .  c  <?F,  (S,p,T) 

nrsL  *S  + 


<?S 


] 


F1(S,p,T)-F,(S,p,T) 


(1  +  S)* 

<J<p(s,p,T)  _  1  j~d/,,Q,p,T) 

ds  1  +  s|_ 


à  ft  (s,  p,  T) 


ds  ds 

A  («,p,  T) -/;(«,  p,  T) 

(1  +  s)! 

ou  bien,  à  cause  des  identités  bien  connues 

dS  +s  Js  -0’ 

àf,(*,P, T)  ,  _n 

d~s  +  *  ds  - ü’ 

d*(S.  P,  T)  _  F,  (S,  p,  T)  -  F j  (S, p,  T) 

à  S  (1  +  S  f 

à?  (s,  p,  T)  f,(s,p,  T)  —  fj  (s, p,  T) 
ds  (1  +  sy 


] 


(15) 


D’autre  part,  les  égalités  (8)  donnent  : 

dd>(S,p,T)  dG(SU,T)  pG(S,U,T)  !dü(S,p,T) 


dS  dS 

à  y  (s,  p,  T)  _  dg{s,u,  T) 
ds  ds 


d  U 

à 9  (s,  té,  T) 
du 


V 
+  P 


d  S 

du(s,p,  T) 
ds 


ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (6), 

^<D(S,p,T)  _  dG(S,U,  T) 
dS  ~~  dS 
d<p(s,p,  T)  dg(s,u,  T) 


(16) 


ds  ds 

Les  égalités  (14),  (15)  et  (16)  donnent  : 

3>(S,p,  T)dM  +  o  (s,  p,  T)  dm 
=  F1(S,p,T)dM1+F2(S,p,T)^M2 
+  fi(*>P>1)dml+  ft(s,p,  T) dm, 
_,j|n^T)  p 


dS 


ds 
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Si  l’on  remarque  d’ailleurs  que  l’on  a 


d  -h  dm^  —  0, 
d  M2  +  dn\  —  0, 


on  voit  que  l’égalité  (9)  devient 

Jpdv  =  —jd  jjMG  (S,  U,  T)  -f-  mg  (s,  u,  T)  J 


J  Fi (SjPjT)  —  A(SjP,  T) 
f  F,(S,P,T)  —  f,(s,P,T) 


dM, 

dM„. 


D’ailleurs,  en  tout  point  de  l’isotherme  pratique,  on  a  les 
conditions  d’équilibre 

Fi(S,p,T)  =  fi(s,p,  T), 

F2  (S ,p,  T)  =  fi{s,p3  T). 


On  a  donc  en  définitive,  le  long  de  l’isotherme  pratique, 


(17) 


MG  (S,  U,  T)  +  m 


Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1er  Cas.  —  La  température  T  est  inférieure  à  la  température 
critique. 

Alors,  au  point  O,  on  a  M  — 0,  m  =  1,  s  —  x\ 
au  point  1 ,  on  a  m  =  0,  M  =  1 ,  S  =  x. 

L’égalité  (17)  devient 

(18)  j'pdv  =  g(x,u0,  T)  —  G^U^T). 

2e  Cas.  —  La  température  T  est  supérieure  à  la  température 
critique. 

Dans  ce  cas,  au  point  0  comme  au  point  1,  on  a 


m  =  0,  M  =  4,  S  =  x. 


PETITS  MOUVEMENTS  D’UN  SOLIDE  ISOTROPE. 
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L’égalité  (17)  devient 

(18w*)  jpdv  =  G  (a?,  U0,  T)  —  GfoUj.T). 

Mais  dans  le  cas  auquel  se  rapporte  l’égalité  (18),  on  a 
g  (x,  w0,  T)  =  y  ( x ,  r0,  T),  G  (x,  üt  T)  =  y  (x,  rlf  T). 


Dans  le  cas  auquel  se  rapporte  l’égalité  (18  bis),  on  a 
G  ( x ,  U0,  T)  =  y(x,  v0,  T),  G  ( x ,  U1?T)  =  y(#i  !)• 

Donc,  en  tous  cas,  le  long  de  l’isotherme  pratique,  on  a  : 

Jpdv  =  y (x,  t'0,  T)  —  y(*>®,,T). 

La  comparaison  de  cette  égalité  avec  l’égalité  (5)  montré 
que  l’intégrale  J' pdv  a  la  même  valeur  le  long  de  l’isotherme 

théorique  et  le  long  de  l’isotherme  pratique,  ce  qui  démontre 
le  théorème  de  M.  Blümcke. 

D’après  ce  théorème,  l’isotherme  théorique  et  l’isotherme 
pratique  doivent  se  rencontrer,  au  moins  en  un  point,  entre 
leur  commun  point  de  départ  et  leur  commun  point  d’arrivée 
sur  la  ligne  de  condensation  LGY. 

Considérons,  tout  d’abord,  une  température  T  inférieure  à 
la  température  critique.  Des  expériences  semblables  à  celles 
qu’a  instituées  M.  Caubet  nous  apprennent  qu’au  point  p,  la 
ligne  a  P  prolongée  et,  partant,  l’isotherme  théorique,  passent 
au-dessus  de  l’isotherme  pratique,  tandis  qu’au  point  y,  la 
ligne  oy  prolongée  et,  partant,  l’isotherme  théorique,  passent 
au-dessous  de  l’isotherme  pratique.  L’isotherme  théorique  et 
l’isotherme  pratique  ont  donc  un  nombre  impair  de  points 
de  rencontre;  l’hypothèse  la  plus  simple  consiste  à  supposer 
qu’elles  n’en  ont  qu’un,  le  point  n.  Les  deux  boucles  (3cr,  yu 
ont  alors  des  aires  égales. 

Prenons  maintenant  une  température  supérieure  à  la  tempé* 
rature  critique  ;  l’expérience  nous  montre  encore  qu’au  point  (3', 

T-  III  (5®  Série).  $3 
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la  ligne  a'p'  prolongée  et,  partant,  l’isotherme  théorique, 
passent  au-dessus  de  l’isotherme  pratique;  par  contre,  un  théo¬ 
rème  précédemment  démontré  nous  enseigne  qu’au  pointy',  la 
ligne  prolongée  et,  partant,  l’isotherme  théorique,  passent 
maintenant  au-dessus  de  l’isotherme  pratique;  l’isotherme 
théorique  et  l’isotherme  pratique  ont  donc  maintenant  un 
nombre  pair  et  non  nul  de  rencontres  ;  l’hypothèse  la  plus  sim¬ 
ple  consiste  à  admettre  qu’elles  ont  deux  points  de  rencontre, 
nr  et  p\  Les  deux  boucles  fixa',  p' y',  qui  se  trouvent  au-dessus 
de  l’isotherme  pratique,  ont  des  aires  dont  la  somme  est  équi¬ 
valente  à  l’aire  de  la  boucle  xsf  p',  située  au-dessous  de  l’iso¬ 
therme  pratique. 

L’aire  de  la  boucle  y'p'  est  évanouissante  lorsque  la  tem¬ 
pérature  surpasse  infiniment  peu  la  température  critique  ; 
lorsque  l’isotherme  considérée  tend  vers  l’isotherme  MPN,  les 
aires  des  trois  boucles  sont  évanouissantes.  Le  lieu  du  point  p' 
est  une  ligne  qui  joint  les  deux  points  C,  P  et  coupe  les  isother¬ 
mes  pratiques  dont  la  température  surpasse  la  température 
critique;  le  lieu  des  points  c',©  est  une  ligne,  issue  du  point  C, 
qui  coupe  toutes  les  isothermes  'pratiques. 
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